Unidad 5 — Trigonometria |l

PAGINA 111

cuestiones iniciales

1. Razona la veracidad de las siguientes igualdades:
a) cos (60° + 45°) = cos 60° + cos 45°
b) sen (2 - 30°) = 2 - sen 30°
c) tg (45° - 30°) = tg 45° - tg 30°

2. En una circunferencia de 10 cm de radio inscribirros y circunscribirmos
sendos octégonos regulares. Calcula el drea de la superficie compren-
dida entre ellos.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen(x+ 25° =05 b) sen x =cos x o tg (2x) =V3

4. Deduce la expresién que perrnite calcular el area de un triangulo del
que se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos.

SOLUCIONES

1. Las tres igualdades son falsas. Para probarlo basta con utilizar la calculadora.

2. Calculamos el area del octégono circunscrito y le restamos el area del octégono inscrito
obteniendo la superficie pedida.

« El octégono circunscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:

/
22,5°
t922,5°=% = [=8,28cm

Area del octégono circunscrito=331,2cm?

« El octégono inscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:
/
22,5° sen 22,5°=% = [/=7,65cm

10 cos 22,5°=% = a=9,24cm

Area del octégono inscrito =282,744 cm?

El area comprendida entre ambos sera: 331,2—-282,744=48,456cm?
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3. Las soluciones quedan:

a) sen(x+25°)=

N[ =

x=5°+360°K
=
x=125°+360°K

x=45°+360°K
b) sen x=cos x =

X = 225°+360° K
c) tg(2x)=+3 = {x=30°+90°K

Supongamos conocidos los lados by cy el angulo A comprendido:

Calculamos la altura: h=b-sen A
El area sera:

Area = base-altura _ c.b.zsen A = Areazé-b-c-sen A
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PAGINA 123

M Practica la fase de revisar el proceso y sacar consecuencias de él en los siguientes problemas:

1. Vacas lecheras. Cuatro vacas blancas y tres vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas blancas y cinco
negras en cuatro dias. ;Qué clase de vaca es la més lechera, la blanca o la negra?

2. Igualdad. En un almacén de fruta almacenamaos naranjas en pilas can forma de pirarride de base cuadrada. Cada lado
de la base lo forman 15 naranjas, jcual es el maximo nurrero de naranjas que podemos apilar? Intenta generalizar este
problema.

SOLUCIONES

1. Llamemos B a las vacas blancas y N a las vacas negras:

5.(4B+3N)=4-(3B+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El numero de naranjas en la piramide es:

1 +22+3%+4%+...+14° +15% =1 240 naranjas.
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PAGINA 126

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

I

W2

N3

W14

. Sabiendo que tga = V24, y que a es un angulo cuyo seno y coseno

. Sabiendo que tg 2a=4/3, halla tg a

. Simplifica las expresiones:

Sabiendo que sen a = —% ytgb= % yque 270°<a < 360° y 180° < b < 270°, calcula:

a) sen(a+h) b) cos (a + b) ) tg (a +b).

. Partiendo de las razones trigonométricas de 30°, 45°y 60°, calcula:

a) sen 90°  b) cos 90° ¢) sen 120° d) cos 120° e) tg120° f) sen 105> @) cos 105° h) tg 105°

. Sabiendo que el seno de un dngulo es sen a = % y % <a<m, hallalas razones trigonomeétricas de a —30°.

. Justifica las siguientes igualdades:

a) sen (180° + a) =-sen a €) sen (270° + a) = —cos a e) cos (90° + a) =-sen a

b) tg (% + a) =—cotg a d) tg (n + 2a) =tg 2a ) tg (270" + a) = —cotg a

. Calcula el valor de la siguiente expresion:

sen a-sen(b—c)—senb - sen(a—c)+senc-senfa-h)

. Dernuestra que cos (a + b) - cos (a— b) = cos? a—sen? b = cos® b —sen’ a.
. Dernuestra que sen (a + b) - sen (a — b) = sen? a — sen® b = cos® b — cos® a.

. Halla las expresiones que se piden usando los teorernas de adicién:

a) cos 3a en funcién de cos a
b) senda en funcién de sen a

son negativos, calcula las razones trigonormétricas del angulo 2a.

sen 2a sen2a  1+cos2a

Q) ——— b)

1+ cos 2a sena cos a

Demuestra que tg x = cotg x — 2 cotg 2x.

tga

—— =05 2a.
tg2a-tga

Comprueba que

Calcula las razones trigonométricas de 22° 30" y las de 75°. En ambos
casos, utiliza las expresiones del angulo rritad.
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SOLUCIONES

1. Quedan:

12 5 12
seng=-— = cosa=-— y tga=-——
13 13 5

’tgbzﬁ = cosbz—l y senbz_ﬁ
7 25 25

sen (a+b)=—%; cos (a+b)=—g§—2; ig (a+b):%

2. Los célculos son los siguientes:

sen 90°=sen (30°+60°) =1

cos 90°=cos (30°+60°)=0

&

sen120°=sen (60°+60°) =

N~ N

cos 120°= cos (60°+60°) = —

tg120°=tg (60°+60°) = —/3

sen105°=sen (459+60°):@
cos 105°=cos (45Q+ 60° ) _ @
tg 105°:tg (459_|_ 60°)= _2_\/5
3. Quedan:
3 4
sen a=g = cosaz_g
cos (a—30°)=cos a-cos 30°+sen a-sen 30°= & _14(3\/5
— [0}
tg(a—30°)zsen(a 30 ):_48+25\/§
cos (a-30°) 39

4. Para ello es suficiente con utilizar los teoremas de adicion para el seno, coseno y tangente
estudiados en esta unidad didactica.
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Queda de la forma:

sena-sen(b-c)-senb-sen(a-c)+senc-sen(a—b)=
=sena-senb-cosc—sena-senc-cosb —senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+
+senc-sena-cosb-senc-senb-cosa=0

Queda de la forma:

cos(a+b)-cos(a—b)= (cosa-cosb-sena-senb)-(cosa-cosb+sena-senb)=
=cos® a-cos’ b—sen’ a-sen’b

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. cos? a-cos® b-sen” a-sen’b=cos’ a-(1-sen? b) — (1-cos” a)-sen’b=cos® a—sen’b
. cos® a-cos® b-sen® a-sen’b=cos? b-(1-sen’ a) — (1-cos® b)-sen’a=cos” b—sen’a

Queda de la forma:

sen(a+b)-sen(a-b)= (sena-cosb+senb-cosa)-(sena-cosb-senb-cosa)=
=sen® a-cos’ b—sen® b-cos® a

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. sen” a-cos® b—sen? b-cos® a=sen® a-(1-sen” b) —(1-sen” a)-sen’b=sen’ a—sen’b
. sen® a-cos® b—sen’ b-cos® a=cos’ b-(1-cos® a) — (1-cos® b)-cos® a=cos’ b—cos® a

Queda:

a) cos 3a=cos (2a+a)=4cos’a-3cos a
b) sen4a=sen2-2a=(4sena-8sen’a)-\1-sen’a

También se puede resolver esta actividad mediante la formula de De Moivre.

Las razones trigonométricas quedan:

tgazx/ﬂ y (n<a<3—2nj = senaz—g; cosaz—%
sen2a=23ena-cosa=2\/ﬂ; cosZazcosza—senzaz—é; tg2a= 2tgf =—2\/ﬂ
25 2 1-tg° a 23

84



10. La tangente queda:

2tga

tg2a=+/3
g B = 1-tg° a

=3 = J3tg?a+2tga-/3=0 = tga=

11. Las simplificaciones quedan:

sen2a 2sena

-cosa _

1+cos2a  2cos’a

tg a

sen2a 1+cos2a  senZ2a-cosa

b)

sena cosa sena-(1+cos2a)

12. Partimos del segundo miembro para llegar al primero:

cotg x—2cotg2x =

2 1 2(1-tg®x) _1-1+tg°x _

tgx_t92x=tgx 2tg x tg x

tg

13. Partiendo del primer miembro obtenemos:

tga B tga

_ 2
_(1-tg a)tgazcos;Za

tg2a-tga 2tga

1-tg°a

14. Quedan:

45°

- 2
3 tga(1+tg” a)

sen 22°30'=sen ( 2

45°

2

j_ 1-c0s45° 2-+2
- 2

cos 22° 30'=cos ( >

j_ 1+C0845° +J2++2
2

2

(o]
tg 22° 30':tg(4: j:

1-cos45° 242
1+cos45° 2

o
sen 75°=sen (1520 j

1-cos150° 2++/3
2

2

V3

— obien tga=-
3 g

X

J3
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cos 75°= cos [150°j _ [1+cos150° _ NN
2 2

tg 75°= tg(

150°

2

2

1-cos 150°
- =2++/3
j 1+ cos 150° V3
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PAGINA 127

M 18

W19

N 20.

M 24,

. Sabiendo gue cotg a = -2 y a es el mayor dngulo negativo que verifica esta igualdad, calcula las razones trigonormétri-

cas del angulo mitad.

. Expresa, en funcién de una razén trigonométrica del angulo mitad:

1-cosa sen 2a cos a
sen a 1+ cos 2a 1+cosa
) X 2
. Sabiendo que cos >3 y que x es un angulo del tercer cuadrante, halla sen x, cos x.

Simplifica las expresiones siguientes:

sen 40° +sen 20° sen 195° — sen 75° cos 60° — cos 40°
a) b) c)

cos 40° + cos 20° sen 195° + sen 75° sen 60° —sen 40°

cos (x — y) — cos (x + y)
sen (x + ) +sen (x—y)

Demuestra que =tg y.

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

3
a) sen (%+2x)=% o tg (2x+%)=—\/§ e) sen 3x—sen 30°=0
T 1 1 V3 X+ 45°

b) COS(SX_T)__T d) COS(T(X+TI:))— 2 f) cotg( 2 )-\@
. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen 2x =2 cos X d) cos 2x —cos 6x = sen 5x + sen 3x

b) sen x + sen 3x = cos x e) sen 2x - cos X = 6 sen® x

C) sen 4x = sen 2x fy 2sen x=1g x
. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) senx=1+2cos’x d) 6 cos’ + 6 sen’x =5 + sen x

b) secx +tgx =0 e) t{g2x tgx=1

0) 6cos® X 4 cosx=1 1) cos’x = 3 sen’x
. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

E
a) sen x+ V3 cosx=2 b) sen x + cosx = V2 c senx+cosx=7

Resuelve los siguientes sistemas:

. X+sen’y=2 . €COSX+Cosy=1
X+costy=1 cos (X + ) =1
3 b
Sen x - Ccosy =— X+J’=7
b) 4 d)
1 sen x = Ve
cosx-seny:I +SenJ/—T
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SOLUCIONES

15. Quedaria:

3 2
2 NG

sen?_ /1—cosa:_ \/5—2; COSEZ_/Hcosa: \/§+2; tgéz— Hﬂzz_\/g
2 2 2.5 2 2 2.5 2 1+cos a

16. Queda expresado del siguiente modo:

T a 1
cotga=—2:>( <a<2nj:>[§<§<nj = tgaz—E; cosa=

a a a
1 1-cos? S +sen’S 2sen’S
a) —cosa _ 2 2 _ 2 =tgf
a a a a
sena 2sen— -cos — 2sen—-cos — 2
2 2 2 2
2.2sen2.cos 2.cos? a
sen 2a cos a 2sena-cosa cos a 2 2

a
. = . = :tg—
2 2
1+cos2a 1+cosa 1+cos”a-sen”a 1+cos2§—sen2§ (20032 ).(200822) 2

17. Ambas razones trigonométricas quedan:

= + /M:_g = cosx=—l; senx=_4\/g
2 3 9 9

18. Las simplificaciones quedan:

X
COs —=-—
2

sen 40°+sen 20° 2sen 30°-cos 10° o 1
= =tg30°=—
cos 40°+cos 20° 2 cos 30°-cos 10° J3

sen195°-sen 75° 2 cos 135°-sen 60°

= =cotg 135°.tg 60°= —/3
sen195°+sen 75° 2 sen 135°-cos 60° ¢ g \/7

cos 60°—cos 40° -2 sen 50°-sen 10°
sen 60°-sen40° 2cos 50°-sen10°

c)

= -tg50°=-1,19

19. Se demuestra del siguiente modo:

cos(x—y)—cos(x+y) -2senx-sen(-y)
sen(x+y)+sen(x—y) 2sen x-cos y

=tgy
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20. La soluciéon queda:

21.

a) x=""+Kn & XZE-FKTE
24 24

11t 2Kn , 197 2K=
b) x=—+— 6 X=—1-+
36 3 36 3
Kr
C) X=—+—
2

d) X=—%+4Krc 0 X=8?TE+4K75

e) x=10°+120°K 6 x=50°+120°K
f) x=15°+360°K
Las soluciones quedan:

a)sen2x=2co0sX = 2Senx-cosx=2c0sx = 2senx-cosx—-2cosx=0

= cosx=0; senx=1 = |x=90°+180°K

b) senx+sen3x=cosx = 2sen2x-cCOSXx=C0SX = 2sen2x-cosx—cosx=0

= cos x=0; sen2x=% = [x=90°+180° K||x=15°+180° K| x=75°+180°K|

C) sendx=sen2x = 2sen2x-cos2x=sen2x = 2sen2x-cos2x-sen2x=0
|x=0°+90°K| x=30°+180°K|
|x=150°+180°K|

= sen2x-(2cos2x-1)=0 = cost:%; sen2x=0 =

d) cos2x—cos6x=sen5x+sen3x = —2sendx-sen(—2x)= 2sen4x-cos X

— 2sen4dx-(sen2x—-cosx)=0 = sendx=0 = = sen(2x)-cos x=0
| x=90°+180° K|| x=30°+360° K|
|x=150°+360°K|

= cosx(2senx-1)=0 = cos x=0; senx=§ =
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e) sen2x-cos x = 6sen® x = 2sen x-cos® x—6sen® x=0 = 2senx-(cos’ x—3sen’ x)=0

= senx=0 = [x=0°+180°K| = cos® x-3sen’x=0 = cos’ x—3(1-cos’ x)=0

V3

= cosx=t—- = |x=30°+180°K| |x=150°+180°K

f) 2senx=1tgx = senx(2cosx-1)=0 = senx=0; cosx:1

= [x=0°+180°K| |x=60°+360°K| |x=300°+360°K

22. La solucién de cada ecuacion queda:

a)senx=1+2cos’ x = senx=1+2-2sen’x = 2sen’x+senx—3=0
= senx=1 = |[x=90°+360°K

b) sec x+tgx=0 = 1 +senx=0

COs X COSX
= senx=-1 = [x=270°+360°K|

2
C)60082§+ cosx=1 = 6{ /Hc%j +cosx=1= 3+3cosx+cosx=1

= cosx:—% = [x=120°+360°K||x=240°+360° K

d) 6cos® x+ Bsen’x=5+senx = 6=5+senx

= senx=1 = [x=90°+360°K

2tg* x 1

1-tg2x
|x=30°+180°K|

— =

V3 [x=150°+180°K]

e)tg2x-tigx=1 =

= tgx=+

f) cos®? x= 3sen’x = 1=4sen’x
|x=30°+180°K|
= senx=f— =

2 [x=150°+180°K|
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23. La solucion queda:

a) sen x+J3cosx=2 = %sen x+§cos x=1

= sen(x+60°)=1 = [x=30°+360°K]|

b) sen X +cos x=-/2

=

2

1
—senx+7cosx:1

2

= sen(x+45°)=1 = |x=45°+360°K|

5 .
c) senx+cosx=§ = Imposible senx+cosx/>/2

24. Las soluciones de los sistemas quedan:

a) x+sen’y=2
x+cos’y=1

seny=1=seny=+1= | y=

b) sen x-cos y =

COs X-sen y =

I NN NS

Sustituyendo enla 12 ecuacion: sen(90° - y)-cos y =% = cos’y =% = COosy= 17

Sumando ambas
ecuaciones obtenemos:

Sumando ambas _ _
= ecuaciones: =2x+1=3 =

LRI
2 2

NG

= | y=30% x=6

OO

y =150° x=300°

y=210° x=240°

y =330° x=120°

C) cos x+cos y =1
cos(x+y)=1

Dela 22 ecuacion
obtenemos:

=>x+y=0° = x=-y

Sustituyendo enla 12 ecuacion: cos(-y)+cosy=1 = 2cos y =1

= cosy=% =

y =60° y =300°
x=300°]| | x=60°

d) x+ y=90°

NG

sen X+Seny=7

sen x +sen(90°- x)=

= cos (45°-x)=

2

=sen(x+y)=1=x+y=90° = x=90°-y

N y =90°-x
Sustituyendo enla 22 ecuacién
@ = 2-sen45°.cos (90°—x)=§
— o
—  x-45°-30° 6 x-45°=330° = |V =79
x=15°

3
2

y=158°
x=75°
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PAGINA 128

ACTIVIDADES FINALES

M 25. En una de las orillas de un rio hay un pedestal de 60 m de altura sobre el que se apoya una estatua de 9 m de alzada.
Halla la anchura x del rio, sabiendo que desde un punto 4, situado en la orilla opuesta al pedestal, se ve |a estatua bajo

el rnisrno angulo que se verfa a un hombre de 1,80 m situado delante del pedestal.

: A
B 26. Sabiendo que tg e \gy que A es un angulo cuyo seno es menor que su coseno, halla cos 34 — cos A.

M 27. Una calle mide 12 m de ancha. Desde el punto medio de la misma
se observan los aleros de sendos edificios de alturas H y h bajo an-

H28.

W 29.

gulos 28 y B, respectivarnente.

En el caso de que los angulos sean de 60° y 30°, calcula Hy h. En-
cuentra la relacién general que liga a las alturas H y h, y com-
prueba que las alturas calculadas anteriormente verifican la rela-

cion general.

Siendo 4, B, Clos angulos de un triangulo, demuestra que:

tgA+tgB+tgC=tgA-tgB tgC
Nota: ayddate del desarrollo de tg (A + B + C), y recuerda que A + B+ C = 180°.

En los manuales de agrimensura aparece la siguiente férmula
para calcular el drea de un tridangulo, siernpre que se conozcan
los elernentos que en ella aparecen:
1 tgAh-tgB
s_ ! o 19At9B
2 tgA+1tg B

Ayudéndote de la altura correspondiente al vertice C, demuestra
la férmula anterior.

2p

12 m |
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SOLUCIONES

25. Segun la figura siguiente:

60 m

Llamando B al angulo bajo el cual se ve el pedestal, tenemos:

60+1,8

tgp+tga . 60+9 T
tg(B+a)= ; =

I+ = gpga  x 60 18

1-2Y
=7.2x*=7452 = | x=3217m

X X
La anchura del rio es de 32,17 metros.

26. Queda del siguiente modo:

tgﬂ:_\/§ = + w:—\/g = cosA:—l;senA:—
2 2 1+cos A 2 5

Hallamos:

cos3A-cos A=—2sen2A-sen A:ﬁ

@: 618 x
x x>-108
J24
T<cosA
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27. Sea el esquema:

Los calculos quedan:

tgGOO:% = H=6-V3 = | H=10,39m
h 1

tg30°=— = h=6-— = | h=3,46m

g 6 J3

h
2.
2tg B . H h H 6

tg2B = . Sustituyendotg2B=— vy tgp =— obtenemos: —=
9[31_@2B Yy QBGYQBB 6 _h:
36

= H-W*+72h-36H=0 =

b 636+ H> —36
B H

Esta es la relacién que liga ambas alturas. Relacién que se verifica para los valores obtenidos
anteriormente.

28. A partir del desarrollo de tg(A+B+C) y de sustituir A+B+C=180°, obtenemos la expresion
buscada:

tgA+tg(B+C) tgA+tgB+tgC-tgA-tgB-tgC
-tgA-tg(B+C) 1-tgB-tgC-tgA-tgB-tgA-tgC

tg(A+B+C)=tg[A+(B+C)]:1

Como A+ B+C=180° entonces tg(A+B+C)=0 y queda tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC
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29. Sea un triangulo:

El area del triangulo es:

Szlbase-alturazlc-h
2 2

Vamos a calcular h:

h
tgA-; tgA-tgB

=
h tgA+tgB
c—Xx

tgB=

De modo que sustituyendo en el area obtenemos la férmula buscada:

1 c.c. tgA-tgB _102‘ tgA-tigB
2 tgA+tgB 2 tgA+tgB
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