FUNCIONES CUADRATICAS Y RACIONALES

1. FUNCIONES CUADRATICAS.

Representemos, en funcion de la longitud de la base (x), el area (y) de todos los rectangulos de perimetro 12 metros.
De ellos, jcuales son las medidas del rectangulo que tiene mayor area?

Consideremos un rectangulo de base x y altura 4:

Como el perimetro es 12 metros, se verifica:
2x+2h=12 P 2(x+h)=12 P x+h=6 P h=6-x

Por tanto, el area de dicho rectangulo es:

y=base Xaltura=x Xk =x X(6- x)=6x- x> b y=6x- x*

Formamos una tabla de valores para ver como varia el area, y, a medida que variamos la base x:

Base © x 0’5 1 1’5 2 2’5 3 3’5 4 4’5 5 5’5
Area® y=6x-x> [2°75| 5 |675| 8 [875| 9 |8&75| 8 [675| 5 |275

Dibujamos la grafica correspondiente y obtenemos:
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Por tanto, las medidas del rectangulo que tiene area maxima son x = 3 metros de base y 2 = 6 - x = 3 metros de altu-
ra, siendo 9 m” dicha érea.

La funcion representada anteriormente y = 6x - x° se llama funcion cuadrdtica y su grafica es una pardabola.

La recta de ecuacion x = 3 es el ¢je de la pardbola (la grafica es simétrica respecto de esta recta) , y el punto V' (3, 9)
es el vértice de la parabola.

Las funciones cuadrdticas son aquellas cuya expresion es un polinomio de segundo grado, esto es, fun-
ciones de la forma y = ax? + bx + ¢. Sus gréficas reciben el nombre de pardbolas.




2. LA FUNCION CUADRATICA DE ECUACION Y = ax>.

. 1 .
Vamos a representar las funciones (1) y=x*, 2) y=2x"y (3) y = Exz , que son del tipo y = ax?, con a > 0.
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Si representamos ahora las funciones opuestas a las anteriores, (1) y =-x%, (2) y=-2x"y (3) y =- Exz , las tablas de

valores de estas funciones son las mismas que antes, cambiando el signo a los valores de la variable y.
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A la vista de las graficas se deducen las propiedades de estas funciones.

La pardbola de ecuacién y = ax” tiene las siguientes propiedades:
Su dominio es el conjunto de los numeros reales: Dom f= R.

Si a >0, la parabola esta abierta hacia arriba.
Si a <0, la parabola esta abierta hacia abajo.

La funcidn es continua.

Si | a|> 1, la pardbola es mas estrecha que la y = x°.
Si|a| <1, la pardbola es mas ancha que la y = x7.

Es simétrica respecto del eje de ordenadas (simetria par) ya que f(- x) = a(- x)* = ax’ = f (x).
El eje de ordenadas Y (recta de ecuacion x = 0) es el eje de la pardbola.

El punto V = (0, 0) es ¢l vértice de la pardbola.
Si a > 0, la funcion tiene un minimo absoluto en su vértice, siendo Im f'= [0, +¥).
Si a <0, la funcion tiene un maximo absoluto en su vértice, siendo Im f'= (- ¥, 0].

Si a > 0, la funcion es decreciente en (- ¥, 0) y creciente en (0, +¥).
Si a <0, la funcién es creciente en (- ¥, 0) y decreciente en (0, +¥).




EJERCICIOS

1.

Observa las ecuaciones de las siguientes funciones.
1 1
a) y =3x* b)y=§x2 ) y=-4x d)y=-zx2
a) (Qué parabolas estan abiertas hacia arriba? ;Y hacia abajo?
b) ¢(Qué pardbolas son mas anchas que y = x*? ;Y mas estrechas?
¢) Representa sobre unos mismos ejes dichas parabolas, asi como las parabolas de ecuacién y =x* ¢ y = - x°.

Expresa el area de un triangulo equilatero en funcion de su lado. ;Qué tipo de funcidon se obtiene? Represéntala gra-
ficamente.

. TRASLACION DE PARABOLAS.

I3 .7 2 , . . , . .y
Las parabolas de ecuacion y = ax” son las mas sencillas. A partir de estas parabolas se obtienen otras por traslacion.

Traslacion vertical: y = ax” + p

Observa que las tablasde y=x*+2 e y =x”- 2 se obtienen a partir de la tabla de y = x*, sumando y restando 2
unidades respectivamente.

X -4 -3 -2]-1]0 1 2 3 4
y=x’ [ 16 | 9 [ 4 | 1 [0 | 1 ]| 47916
y=x*+2| 18 | 11 | 6 3 2 3 6 | 11 | 18
y=x*-2| 14 | 7 2 | -1 | -2 ] -1] 2 7 14
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Las funciones cuadrdticas del tipo y = ax® + p son pardbolas cuyo vértice es el punto V = (0, p). Se
obtienen trasladando verticalmente p unidades la grafica de y = ax’.

Sip > 0, la traslacion vertical es hacia arriba.

Sip <0, la traslacion vertical es hacia abajo.

Traslacion horizontal: y = a(x + h)?

Observemos ahora las tablas y graficas de las funciones y = (x +2)* ¢ y = (x - 2)".

X -4 -3 -2]-1]0 1 2 3 4

y=x 16 | 9 4 1 0 1 4 9 | 16
y=(x+2" | 4 1 0 1 4 9 | 16 | 25 | 36
y=(x-2 136 | 25 | 16 | 9 4 1 0 1 4
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Las funciones cuadrdticas del tipo y = a(x + h)? son pardbolas cuyo vértice es el punto V = (- h, 0).
Se obtienen trasladando horizontalmente / unidades la grafica de y = ax’.

Si h > 0, la traslacion horizontal es hacia la izquierda.

Si h <0, la traslacion horizontal es hacia la derecha.

Traslacién oblicua: y = a(x + k)’ +p

Vamos a obtener la grafica de la funcion cuadratica y = (x - 4)* + 3 partiendo de la grafica de y =x”. Para ello, rea-
lizamos sucesivamente una traslacion horizontal y una traslacion vertical.

Trasladamos horizontalmente la pardbola y = x” cuatro unidades a la derecha, obteniendo la parabola y = (x - 4)°.
Trasladamos ahora esta Giltima tres unidades verticalmente hacia arriba, y obtenemos la parabola y = (x - 4)* + 3.

Por consiguiente, la grafica de y = (x - 4)* + 3 es igual que la grafica de la pardbola y = x?, pero con su vértice en el
punto de coordenadas (4, 3).
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Las funciones cuadrdticas del tipo y = a(x + h)* + p son pardbolas cuyo vértice es el punto de coor-
denadas V = (- h, p). Se obtienen trasladando verticalmente p unidades y horizontalmente 4 unidades
la grafica de y = ax’.

El sentido de las traslaciones horizontales y verticales dependen del signo de p y % respectivamente.

Atencion: Las anteriores reglas sobre traslaciones se cumplen también para la grafica de cualquier funcion y = f (x).
En general, y =f(x) + p es una traslacion vertical ¢ y =f(x + h) una traslacion horizontal de la grafica
de la funcion y = f(x).

EJERCICIOS

3. Halla el vértice y la ecuacion del eje de simetria de las siguientes parabolas.
a)y=3(x- 1) +4 b)y=-4x+7)7-1 c)y=6(x- 12)°+14

4. A partir de la grafica de la funcién y = x*, obtén las graficas de las siguientes funciones, explicando en cada caso
coémo lo haces.
a)y=x"+3 by=x'-1 ©)y=(x-3) dy=@+17’  y=(x-2°+3 Hy=(+2)°-1

5. Dibuja en una cuadricula la grafica de la funcion y = 2x” y a partir de ella obtén las siguientes graficas.
a)y=2x*-3 b) y =2(x +3)? ) y=2(x- 1 +1 d)y=20x+17+3



4. LA FUNCION CUADRATICA DE ECUACION Y = ax® + bx + c.

. . i . _ 2
Vamos a estudiar la funcion cuadratica completa cuya ecuacion es de la forma y =ax” + bx+ccona? 0.

Estas funciones se pueden representar mediante traslaciones sin mas que expresarlas de la forma y = a(x + h)* + p.

Ejemplo. Representa graficamente la pardbola de ecuacién y = 2x” - 8x + 7.
Sacamos factor comun el término de x*: y=2x"- 8x+7=2(x"- 4x)+7
Desarrollamos el cuadrado de una diferencia: (x-2)=x*-4x+4 b 2(x- 2)*=2x"- 8x+8
Ajustamos los términos: y=2x"- 8x+7=2(x-2)*- 1
Asi, la grafica de y = 2x* - 8x+7 =2(x - 2)*- 1 es la pardbola obtenida al trasladar la funcién y = 2x°
de modo de su vértice sea el punto (2, - 1).
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EJERCICIOS

6. Representa las siguientes parabolas, expresandolas previamente en la forma y = a(x + k)* + p.

a)y=x"- 6x

b)y=x*- 6x+11 C)y=3x>- 6x+7

Los elementos mas importantes de una parabola son el vértice y el eje de simetria. Vamos, a continuacion, a obtener
y oy .1 . . ’ r .1 2
las coordenadas V = (x,, y,) del vértice y la ecuacion del eje de simetria de la parabola de ecuacion y = ax” + bx +c.

Las coordenadas de los puntos en los que la parabola y = ax® + bx + ¢ y ciodo ,
corta a la recta y = ¢ se obtienen resolviendo el siguiente sistema: simetria y=pitbete
N 00 |
}y=ax2+bx+c : Fy=c
ty=c ! |
Igualando las ecuaciones y operando se obtiene: ) S :V i
-b i !
ax* +bx+c=c b ax*+bx=0 b x(ax+b)=0 P x=0,x:2— [7) Xy -b/a X
a
. . . . 0+(-b/ -b -b
La abscisa x, es el punto medio de las abscisas halladas anteriormente: x, = % = 3. P |x, = 2
a a
: . bo_ 4ac- b? 4ac - b*
La ordenada del vértice la obtenemos sustituyendo: y, = f(x,) = f ge_gz 20 p y, =———
e2ag 4a 4a
-b

El eje de simetria pasa por el vértice de la parabola. Por tanto, dicho eje es la recta de ecuacion | x =—




Lo estudiado anteriormente nos proporciona las propiedades de estas funciones.

La pardbola de ecuacién y = ax® + bx + ¢ tiene las siguientes propiedades:
Su dominio es el conjunto de los numeros reales: Dom = R.

Sia > 0, la pardbola esta abierta hacia arriba.
Si a <0, la parabola esta abierta hacia abajo.

La funcidn es continua.

Si|a|> 1, la pardbola es mas estrecha que la y = x°.
Si|a| <1, la pardbola es mas ancha que la y = x’.

El punto V = (x,, y,) es ¢l vértice de la parabola.
Si a >0, la funcion tiene un minimo absoluto en su vértice, siendo Im f= [ y,, +¥).
Si a <0, la funcion tiene un maximo absoluto en su vértice, siendo Im f= (- ¥, y,].

Si a > 0, la funcion es decreciente en (- ¥, x,) y creciente en (x, , +¥).
Si a <0, la funcion es creciente en (- ¥, x,) y decreciente en (x, , +¥).

El eje de la pardbola es la recta x = _z—b (la funcidn es simétrica respecto de este eje).
a

4.1. Método de representacion de parabolas.

Podemos representar parabolas de ecuacién y = ax” + bx + ¢ sin utilizar traslaciones. Para ello, procederemos de la
siguiente forma:

1°. Se halla la orientacion de la parabola segun el signo de a.
2°. Se calculan las coordenadas del vértice.
3°. Se halla la ecuacion del eje de simetria.

4°. Se calculan los puntos de corte con los ejes cartesianos.

fy=ax® +bx+c

Eje ¥ | P (0,/(0)=(0,c)
1x=0
Po— 2

Eje X: }y—gx thxte P resolvemosla ecuacion ax?® +bx+c =0
Ty=

Dependiendo de las soluciones de esta ecuacion, se tendra que:

dos 2 soluciones: x;, x, P dos puntos de corte: (x1, 0) y (x5, 0)
una solucion: x; P un punto de corte (x;, 0)
ninguna solucién P la parabola no corta al eje X

5°. Por ultimo, construimos una tabla de valores hallando dos o mas puntos simétricos respecto del eje de si-
metria.

Ejemplo. Estudia y representa la gréfica de la parabola de ecuacion y = - x* + 4x - 6
Como a =- 1> 0, la parabola esta abierta hacia abajo.

Calculamos las coordenadas del vértice.
_-b_ -4 U

T2 21 {, P V=(2-2)
y, = f(2)=-22+4%2- 6:-2|D

El eje de simetria es la recta de ecuacion x = 2.



Hallamos los puntos de corte con los ejes. %

El punto de corte con el eje Y es (0, /(0)) = (0, ¢) = (0, - 6). e

Para hallar los puntos de corte con el eje X resolvemos la ecuacion de se-

gundo grado - x* + 4x - 3 =0:

x:—4i\/42—4>(—1)>(—6):-4¢\/§ 1/

La ecuacion no posee soluciones, por tanto, la grafica no corta al eje X.

//

Construimos una tabla de valores hallando puntos simétricos respecto del l/ -8
eje de simetria. |

x| -1 0 1 2 3 4 5

y| -1 |-6-3]-2]-3]-6]-11 12

2%-1) -2

10.

11.

12.

13.

14.

EJERCICIOS
Asocia cada una de las siguientes expresiones algebraicas a su grafica correspondiente, razonando las respuestas.
a)y=x'- 4x+5 b)y=-x"+4x- 3 Q)y=x"+4x+5
T i 7]
_ 2N X | ) ) :
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Determina el vértice y la ecuacion del eje de simetria de las siguientes parabolas. Compara los resultados obtenidos
con los del ejercicio numero seis.
a)y=x"- 6x b)y=x>- 6x+11 c)y=3x>- 6x+7

Representa graficamente cada una de las siguientes funciones, determinando previamente su vértice, eje de simetria
y los puntos de corte con los ejes.
a)y=-x"+4 b)y=x*- 8x+ 12 )y =4x’ +8x dyy=-4x"- 12x- 9 e)y=x’+4x- 5

Determina los puntos en los que la recta y = x + 3 corta a la parabola y = - x* - x + 6. Una vez hallados, interpreta
graficamente el resultado.

Determina la funcidon que proporciona el producto de dos nimeros cuya suma vale 10 unidades. ;Para qué numeros
es maximo este producto?

Expresa la funcion cuadratica en cada unos de los siguientes casos.

a) El coeficiente de x vale - 1 y la grafica pasa por (1, 0) y (2, 1).

b) Su expresion es de la forma y = x* + ax + a y pasa por el punto (1, 9).
¢) Pasa por los puntos (0, 1), (1,2)y (2, 4).

d) Tiene el vértice en (- 1, - 1) y su grafica pasa por (0, 1).

e) Cortaaleje Yen (0,3)yaleje Xen(1,0)y(3,0)

Una avioneta vuela entre Cadiz y Ceuta. Su altura de vuelo viene dada por la siguiente formula: /(7) = 840z - 307,
donde A(%) es la altura de la avioneta en metros a los # minutos de haber despegado de Cadiz. Representa la grafica
para determinar la altura a la que la avioneta inicia el descenso y la duracién del vuelo.

Se lanza un objeto hacia arriba desde una torre situada a 75 metros del suelo. Conocemos en cada instante de tiempo
x (segundos) la altura sobre el suelo y (metros) del objeto mediante la funcién y = - 5x* + 10x +75. Representa la gra-
fica para determinar la altura maxima que alcanza el objeto, el tiempo que tarda en alcanzarla y el tiempo que tarda
en caer al suelo el objeto desde su lanzamiento.



5. FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA.

El 4rea de un rectangulo es 18 cm’. La siguiente tabla nos muestra algunas medidas que pueden tener la base y la al-

tura:

x © base (cm) L (1’5123 4 [6] 10|15
y© altura (cm) 18|12 196|453 | 1’812

Observa que el producto de los valores correspondientes de las dos magnitudes es constante, por lo que ambas mag-
nitudes son inversamente proporcionales, siendo 18 la constante de proporcionalidad.

. . . . . 18
Se verifica entonces que x Xy = 18, de donde podemos deducir la expresion algebraica de esta funcion: y = —.

X

La representacion grafica es la siguiente:

=y
®

Observando la grafica podemos obtener algunas conse-

cuencias sobre la funcion:

El dominio esta formado por los valores positivos de la

base. Observa que no esta definida para x = 0.

et
[N,

La imagen esta formada por los valores positivos de las

alturas.

&

\ - La funciodn es continua y decreciente.

N

Si la base del rectangulo crece, entonces la altura dis-

N .
minuye.
\ y
3
2 ~ -~ - Si la base del rectangulo decrece, entonces la altura
1 s aumenta.
of 1 2 3 [i ) 18

Las funciones cuya expresion es y =— se llaman funciones de proporcionalidad inversa y su grafica
X

recibe el nombre de hipérbola, siendo k la constante de proporcionalidad.

EJERCICIOS

15. La siguiente tabla muestra el tiempo de llenado de un deposito en funcion del numero de grifos abiertos.

a)
b)
c)
d)
e)

16. El

x ° n° de grifos 2 3 5 6
y @ tiempo (horas) | 12 8 6

Completa la tabla.

(Son magnitudes inversamente proporcionales? ;Por qué?

Halla la funcidon que se ajusta a estos valores y represéntala graficamente.

(Cuantas horas son necesarias para llenar el depo6sito si disponemos de 8 grifos abiertos?
Si queremos llenar el deposito en una hora y media, jcuantos grifos debemos abrir?

area de un triangulo es igual a 24 cm’. Forma una tabla para los distintos valores de la base y la altura. Escribe la

funcién correspondiente y represéntala.

17. Un ortoedro tiene altura constante igual a 10 m. Sabiendo que su volumen es constante e igual a 360 m’, forma una
tabla para los distintos valores de largo y ancho. Escribe la funcién correspondiente y represéntala.



5.1. Propiedades y comportamiento asintético.

., T 1
Representemos las funcion de proporcionalidad inversa y =—.
X

Observemos primeramente que esta funcion no esta definida para x =0, por lo que Dom /=R - {0}.

Para valores de x positivos:

_ 1 Y

x y=—
X
0°001 | 1.000
0’1 10
025 4
0’5 2 4
1 1
2 0’3 51\
4 025
10 0’1
1.000 0°001 o 1214 X

Comportamiento asintotico.

Se dice que una recta es asintota de una funcion cuando la grafica de la funcion se acerca cada vez
mas a ella, sin llegar a tocarla.

Observa que a medida que se van dando valores mas grandes a x, el valor de y se hace cada vez mas pequefio,
aproximandose en este caso a 0. Es decir, la funcion se aproxima a la recta de ecuacion y = 0.

Esto se expresa del siguiente modo:  f(x) 3/4':‘% ?{2® 0

Cuando una funcién se comporta asi, se dice que tiene un comportamiento asintético. La recta a la que se acerca
la funcion se llama asintota horizontal.

Por otra parte, esta funcion no tiene en su dominio el punto de abscisa x = 0. Sin embargo, se pueden dar a x va-

lores tan proximos a 0 como se quiera. Si observamos la tabla, a medida que se van dando valores a x proximos a ce-
ro, el valor de y se hace cada vez més grande. Es decir, la funcién se aproxima a la recta de ecuacion x = 0.

Esto se expresa del siguiente modo:  f(x) 374%%/4@ +¥

La recta a la que se acerca la funcion se llama asintota vertical.

Para valores de x negativos:

x y:l X -4 -2 0
X
-0°001 -1.000 .
-0’1 -10 \[7
-0’25 -4 -4
-0’5 -2
-1 -1
-2 -0’5
-4 -0°25
-10 -0’1 ;
-1.000 -0°001




Comportamiento asintotico.

De manera analoga al caso anterior, a medida que se van dando valores mas pequefios a x, el valor de y se hace
cada vez mas pequefio, aproximandose también a 0. Igualmente la funcion se aproxima a la recta de ecuacion y = 0.

Larecta y = 0 es una asintota horizontal:  f(x) %% %® 0

También podemos dar a x valores tan proximos a 0 como se quiera. Observando la tabla vemos que a medida que
se van dando valores a x mas proximos a cero, el valor de y se hace cada vez mas pequefio, aproximandose la fun-
cion a la recta de ecuacion x = 0.

La recta x = 0 es una asinfota vertical: f(x) 3/43{%3(')/4® -¥
X

: : . ) o 1
Representando las dos ramas en los mismos ejes se obtiene la grafica de la funcion y =—.
X

Y

A la vista de la grafica observamos que:

La funcién no esta definida en el origen.

Es continua en todos los puntos salvo en x = 0,
que no pertenece al dominio.

F'S

N
o

Es siempre decreciente.

’ 2 1 X - Es simétrica respecto al origen de coordenadas.
2
\ - Las rectas de ecuacion y =0y x = 0 (ejes de coor-
4 denadas) son, respectivamente, sus asintotas hori-

zontal y vertical.

El punto donde se cortan las asintotas, en este ca-
so el origen de coordenadas, se llama centro de la
hipérbola.

. . 8 -8
Vamos a representar ahora las hipérbolas de ecuacion y=— e y=—.
X

Para ello construimos las respectivas tablas de valores y representamos las graficas:

-8

x |y=— Y x |y=— Y

X X
-8 -1 . -8 1 .
-4 -2 2 -4 2 2
-2 -4 8 | 42 ™ -2 4 o 2 4 8 | x
-1 -8 —~— Ol 24 | 8 |X -1 8 8 | 420 —
1 8 4 1 -8 4




A la vista de las graficas estudiadas anteriormente se deducen las propiedades de estas funciones.

La hipérbola de ecuacion y = % tiene las siguientes propiedades:
Su dominio es el conjunto de los numeros reales a excepcion del 0: Dom f= R - {0}.
Igualmente, su imagen es Im f= R - {0}.
La funcién es continua en todo su dominio.

. . k
Es simétrica respecto del origen de coordenadas (simetria impar) ya que f(- x) =— =- f(x).
x

Si k > 0, la funcion es siempre decreciente en todo intervalo que no contenga a x = 0.
Si k <0, la funcion es siempre creciente en todo intervalo que no contenga a x = 0.

No tiene maximos ni minimos.

Tiene por asintota horizontal al eje de abscisas X (recta de ecuaciony =0):  f(x) ¥ %%@ 0

Tiene por asintota vertical al ¢je de ordenadas Y (recta de ecuacion x = 0):  f(x) Y% %® +¥
x® 0
x®0°

El origen de coordenadas, C = (0, 0), es ¢l centro de la hipérbola.

No tiene puntos de corte con los ejes de coordenadas.

EJERCICIOS

18.

19.
20.

21.

El producto de dos nimeros es - 14. Forma una tabla de valores, escribe la funcién y represéntala.

. . 12 . .
Representa la hipérbola de ecuacion y =— . Indica las asintotas y el centro de la misma.
X

Contesta, razonadamente, las siguientes cuestiones.

a) ¢Para qué valores de x la funcidon y == es decreciente? ;Y creciente la funcion y =—?
X X

b) La funciéon y =—, enx =0, ;jtiene un maximo o un minimo?
x

. 4 .
¢) Dada la funciéon y =—, ;a qué valor se va acercando y a medida que x toma valores cada vez mayores?
X

Las siguientes graficas son hipérbolas. Razona cudl es la expresion de la funcion en cada caso.

Y , Y ’ Y
| /
\
2 4 -
— T X
— o 1 X o 1 I 0 2 X
/ -
\ N N
| |
| |




6. TRASLACION DE HIPERBOLAS.

Las hipérbolas y =— son las mas sencillas. Sus asintotas son los ejes de coordenadas, y el centro de la hipérbola es
X

el origen. A partir de estas hipérbolas se obtienen otras por traslacion.

k
Traslacion vertical: y=—+ p
x

Y Y Y
4 2
r=3 rai r2lis
2
4 | 2 |0 2 4 | X .
4 | 4 ~ ~ T I
—~? 2 | 4 X ™ ©,r2) y=-2 %3 =3
2 4
4 | A 0| 2 4 | X
4
. . k ., .
Las funciones del tipo y =—+ p son hipérbolas cuyo centro es el punto C = (0, p). Se obtienen tras-
X
. . , k
ladando verticalmente p unidades la graficade y =—.
x
Sip > 0, la traslacion vertical es hacia arriba.
Sip <0, la traslacion vertical es hacia abajo.
. . k
Traslacion horizontal: y =
x+h
Y x<-3i Y Y i
4 1 i 4 4 I
r=1 e I ! YIxiz
] E ] ] E
F4 i F4 F4 i
1 1
4 | 2 — (-3, 0) ~— 2 o A —
— o ) 4 | X m~~t | 2 0 » X T 12,0) 4 X
a ] i o ] a ] i
& 1 & & 1
1 1
T T
1 1
4 : 4 4 :
] 1x=2

. . k ., .
Las funciones del tipo y = h son hipérbolas cuyo centro es el punto C = (- h, 0). Se obtienen
X

k
trasladando horizontalmente / unidades la graficade y =—.
x

Si h >0, la traslacion horizontal es hacia la izquierda.

Si h <0, la traslacion horizontal es hacia la derecha.




Traslacion oblicua: y = +p
x+h
Y i Y Y i
4 —— : 2
y4l Y32 | | YIxiz 13
X T T
-4 112 1
5 : .
i 0 2X i
4
-4 -2 — y=-2 -3, —2)' T— y=3 ! —
— 0 ) 4 X — J -2 Py ?(2, 3)
1 “ 1
a ] 1 A 1
] [ i [
! 1
4 | 2 |0 2| 4 X
=4 T T
'x5-3 x=2

. . k ., .
Las funciones del tipo y = T + p son hipérbolas cuyo centro es ¢l punto C = (- h, p). Se obtienen
x

. . . . , k
trasladando verticalmente p unidades y horizontalmente 4 unidades la grafica de y =—.
x

El sentido de las traslaciones horizontales y verticales dependen del signo de p y % respectivamente.

Lo estudiado anteriormente nos permite deducir las propiedades de estas funciones.

La hipérbola de ecuacion y = + p tiene las siguientes propiedades:

Su dominio es Dom f=R - {- h}.

Suimagenes Im f=R - {p}.

La funcién es continua en todo su dominio.

El centro de la hipérbola es ¢l punto C = (- h, p) (la funcion es simétrica respecto de este punto).

Si k > 0, la funcion es siempre decreciente en todo intervalo que no contenga a x = - /.
Si k <0, la funcion es siempre creciente en todo intervalo que no contenga a x = - .

No tiene maximos ni minimos.

Tiene por asintota horizontal la recta de ecuacion y = p.

Tiene por asintota vertical la recta de ecuacion x = - h.

EJERCICIOS

22. Representa la hipérbola de ecuacion y =——. A partir de ella representa mediante traslaciones las siguientes,
X

hallando previamente las asintotas y centros de las mismas.

-2 -2 -2
a) y=—+3 b =— ¢ =
)y . )y 13 )y 13

+3

23. Representa la hipérbola de ecuacion y =—. A partir de ella representa mediante traslaciones las siguientes, hallando
X

previamente las asintotas y centros de las mismas
9 9 9
a) y=—-2 b) y=—— ) y=—-2
) y=- ) y=——, VY=
24. Escribe la ecuacion de una hipérbola que tenga por asintotas las rectas x =2 e y = 2. ;Puedes obtener mas de una?
Halla la ecuacion de aquella que pasa por el punto de coordenadas (4, 5).



/. FUNCIONES RACIONALES.

Una funcion racional es el cociente y = M, donde p(x) y ¢g(x) son polinomios con ¢g(x) * 0. El domi-
q

(x)

nio de estas funciones son todos los nimeros reales excepto los valores de x que anulan al denominador.

Nota: En este curso, nos centraremos en el estudio de aquellas funciones racionales en las que p(x) y g(x) son polino-
mios de grado uno.

4x+5
2x-3
Resolviendo la ecuacion 2x - 3 =0, obtenemos: 2x- 3=0 b 2x=3 b x=2/3

Ejemplo. Halla el dominio de la funcién racional y =

Por tanto, Dom /=R - {2/3}

. ) ., 3x+5 .. ., .,
Veamos como se puede construir la grafica de la funcion y = utilizando la traslacion de hipérbolas.

X+
Resolviendo la ecuacion x + 1 = 0, obtenemos que Dom f=R - {-1}

Dividimos el numerador entre el denominador: 3x+5 [x+1
-3x-3 3
2
El algoritmo de la division nos permite afirmar que: Ix+5=(x+1)x3+2
o . . + +1 2 + 2
Dividiendo esta igualdad por el cociente obtenemos que: 3x+5 = (x+1) + Uy= 3x+5 =3+—
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

3x+5 2 . . . 2
702 Z 43 esla hipérbola obtenida al trasladar la funcion y == de modo de su
x+1  x+1 X

centro sea el punto (- 1, 3).

Asi, la grafica de y =

F
|
o
b
—

N

o 2 4X

Observa que la asintota horizontal es el cociente de dividir el numerador entre el denominador, y la asintota ver-
tical se obtiene en el valor de x que anula al denominador.

+
Las funciones racionales del tipo y = ax+Z se pueden expresar siempre de la forma y = + p.
cx

x+h

Su representacion grafica es una hipérbola cuya asintota horizontal es el cociente de dividir el numera-
dor entre el denominador, y la asintota vertical se obtiene en el valor de x que anula al denominador.

EJERCICIOS
25. Representa, mediante traslaciones, las siguientes funciones racionales.
2x +1 - X 4x-2
a) y= b) y= ¢)y=

2x- 4 - x+1 2x +1



7.1. Método de representacion de hipérbolas.

. . . ax+b . . . L
Podemos representar funciones racionales del tipo y = mediante traslaciones, como anteriormente, o bien di-

cx+
rectamente siguiendo los pasos que a continuacion se detallan:

1°. Se halla el dominio de la funcién: Dom f ={x1 R/cx+d ! 0} =R- ii\z
I ¢

2°. Se determinan las asintotas horizontales y verticales, y el centro de la hipérbola.

La asintota horizontal es el cociente de dividir el numerador entre el denominador, y la asintota vertical se
obtiene en el valor de x que anula al denominador.

, . a , . -d &d ad
Asintota horizontal: y =— ; Asintota vertical: x =— ; Centro: C =¢—,—+
c c ec cg

3°. Se calculan los puntos de corte con los ejes cartesianos.

_ax+b bé
Ber: 17 avd P O.f(0)=8.22
1x=0 € a0
ax+b
_ax+tb + A A ) .
Eje X: Y cx+d P resolvemos axth =0U ax+b=0U x:—bb es el punto Se—b,og
Ty=0 cx+d a ea g

4°. Para finalizar, fijamos la hipérbola ayudandonos con una tabla de valores.

x+2
x-2
Hallamos el dominio de la funcion resolviendo la ecuacionx - 2=0 P Dom f=R - {2}

Ejemplo. Estudia y representa la grafica de la hipérbola de ecuacion y =

Determinamos las asintotas y centro de la hipérbola:

x+2 |x-2 Asintota horizontal: y =1
-x+2 1

n Asintota vertical: x=2

Centro: 2,1
Hallamos los puntos de corte con los ejes.

Para x = 0 obtenemos y = - 1, luego la hipérbola corta al eje Y en el punto (0, - 1).

. . +2 . .
Resolviendo la ecuacion ~—= =0 obtenemos x = - 2, luego en (- 2, 0) corta la hipérbola al eje X.

x-2
Construimos una tabla de valores y representamos la grafica.

x | -8]-31]-2 0 1 3 4 6 7 10 | 12
06102 0 -1 ] -31]5 3 2 |18 | 1’514

Y[
| ye X2
i 2
el 1
A
A"
y=t 22 1)
;:_'""""" it i e el
6 | 202 X
2 \I
"
\I
P 1
=0 T
fx=2




EJERCICIOS

26.

27.

28.

29.

Representa las siguientes hipérbolas hallando previamente su dominio, asintotas, centro y puntos de corte con los

ejes de coordenadas.

3x 3x-9 -6x+12 4x+2
b = c = = d =

x+5 )Y x-2 )y 2x+3 )Y 2x-1

a) y=

+
Halla la ecuacion de una hipérbola y = d Z que tenga por centro el punto (- 1, 3) y pase por (2, 4).
cx+

2x-6
x+1 '

Las pérdidas y ganancias (y) de una empresa en funcion del tiempo (x) sigue una ley del tipo y =

Ayudandote de la representacion grafica de esta funcion, determina:

a) Pérdidas que tuvo la empresa en su fundacion.

b) El momento (valor de x) a partir del cual la empresa tendra ganancias.

¢) La ganancia maxima previsible en el futuro, si existe.

d) (Existira algin momento futuro en el que las ganancias empiecen a disminuir?

La funcion que relaciona el numero (y) de pulsaciones por minuto de una persona que esta aprendiendo a teclear en

+
un ordenador en funcion de las horas (x) empleadas es del tipo y = %1:00 .
X

a) ¢Cuantas pulsaciones por minuto dara al cabo de 3, 5 y 20 horas?
b) (Cuantas horas debe practicar para dar 300 pulsaciones por minuto?

¢) ¢(Cual es el nimero maximo de pulsaciones que puede dar si aumenta indefinidamente el nimero de horas?



